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Durante |la presentaciOi sera un cuerpo con una
valuacion no-arquimedeana, con la cualk es un
espacio ultramétrico completo (ejempla@s,, el
cuerpo Levi CivitaRk), X sera un espacio de Banac
no-arquimedeano (es decir, la desigualdad triangu

seral|z + y| < max {||z]|, [[y[|})-
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Definicion 1 Sea(X, ||-||) un espacio de Banach
no-arqguimedeano. Diremos qué es un Banach
Libre si existe una familige;),_, de elementos d&
tal que, cualquierr € X, se escribe como

T = ZZIZZ'GZ', x; € K (1)

el

||| = sup || [[es]
el
Notar que, en el contexto no-arquimedeario,es
equivalente a
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. Si el cuerpo es de valuacion discreta, es decir
K\ {0}|=(p), entonces, cualquier especio de

Banach tal qué X || C |K|, admite una base
ortonormal. La situacion cambio si la valuacior

no es discreta.

. Un Banach Libre es isomorfo a
co (I, K, (|les]l);es) » donde

{ZC L - K/ =) xe; lim|x;] ||e;]| = O}
iel !
(2)

provisto de la normdz|| = sup;; |x;| ||e:|| -
En consecuencia, podemos hacer el estudio e

este ultimo espacio.
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Un caso particular ef) es
E., = ¢ (N, K, (|wi|1/2) O) : dOnde(wi)i>O CKy
1> —

w; # 0. Un espacio de este tipo se es llamado un
espacio p-Hilbert. Es claro que

T = (mi)z‘zo c b, <— lim x?wi = 0.

71— 00

Notar que

ledl| = Jwi| ™
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Definicion 2 SeaX un espacio de vectorial sobié
y sea(-,-) : X x X — K. Diremos qu€g-, -) es un
producto interno si

1. 2#£0= (x,x) #0

2. {(ax +by,z) =a(x,z) +by,2); a,b e K.

3. [, )" < [z, 2)| [y, )]

_a dupla(X, (-, -)) se conocera como espacio con

oroducto interno. Sz, y) = (y, x) se dird que el
producto interno es simeétrico.
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Proposicion 3 Un espacio con producto interno
(X, (-, -)) induce una norma no-arquimedeana,
digamos

| = |(,z)|"*. ©)

Ejemplos 4 Consideremos el espacio = K. Se
define

<I,y> _ { L1Y1 |y1‘ > ’y2|
oy |yi| < |yl

Esta funcion resulta ser un producto interno que
induce la norma del maximo &g
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Lo siguiente da condiciones necesarias y suficient

para gue la norma

provenga de un p. I.

Teorema 5 Para cualquier espacio de Banach, son

equivalentes:

1. X admite un p

. 1. que induce la norma inicial.

2. |X| c |K|'?y para cada subespacio
1-dimensionalF’ de X, 4 un subespaci@d’ de X
talqueX =FpFyquex € E,yc Fy
a,b € K, [laz + by|| = max {||az||, [|by]|}.

3. Existe una ap

icacio® : X — X'; y — f, tal

que||fyll = Iyl
y € X.

y|f, ()] = llyl°, para todo
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De 3., podemos definir

<377 y><1> — fy (CIZ)

y mostrar qu€ -, -), €s un producto interno que
Induce la norma inicial. Notar que no es, en gener:

simetrico y, por cada funcio®, tenemos un product
Interno.

En el resto de |la presentacion, daremos condicion

para que
Ew — Cp (NaKv (’will/Q) )
1>0

tenga un producto interno simetrico.
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Se define la forma bilineal simétrica siguiente:
parax — ZiZO Ti€; € Ewa Yy = Zizo Yi€q c Ewa

() Eux By =K (z,y) = ) migiws.

1>0

Se puede ver, con cierta facilidad que

@yl <zl vl

Incluso, se puede tener

[z, ) < llzlH iyl -
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Teorema 6 La forma bilineal arriba definida es un
producto interno erf’, que induce la norma si, y sol
sl, la clase residual d& es formalmente real.
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Corolario 7 SIK tiene clase risidual formalmente
real, entonces

1. para una coleccion finita de elementoses K,
tal quela;| = ¢, se tiene

2:2 2

k

2. parax,y € Lk,

(2, 2) + (y,y)| = max {[{z, )|, [{y, Y|} -
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Recordemos que, en el caso clasico, se tiene que

[z, )| = llzll |yl = y = az.

Esa propiedad se pierde en este contexto. En efec
enK® y conw; = 1, se tiene que para= (0,1, 1),
y = (1,0,1), no existen € K tal quey = ax, pero

[z, y)| = [z [lyll = 1.
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Dado un subespacio cerrad6, quisieramos tener ut
complemental/- tal que

E,=M®& M.

Esta propiedad es valida para cualquier espacio d
Hilbert en el caso clasico. Para el caso
no-arquimedeano, la propiedad, en general, falla €
aguellos espacios con producto interno. Un
contraejemplo de esta situacion es algo bastante
técnico. A pesar de ésto, hay respuesta parciales ¢
situaciones en que el producto interno es simetricc
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Definicion 8 Sean dos subespacias, Dy < E,,,.
Diremos queD, es complemento normal de¢, si

r € D,y € Dy= (x,y) =0

y
E, =D @ Ds.

Definicion 9 Una sucesionz, ) . dekF, se dice

sucesion normal si

n>o0

(Xn, Tm) =0, paran #m
y diremos que es una sucesion ortonormal si, adel

|z, =1, n €N
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Se puede demostrar quel/sies una familia
ortonormal, entoces satisface lo siguiente:

v,y € D, a,b € K; ||laz + by|| = max {|laz|, [|by||}

Esta ultima propiedad se llama ortogonalidad. Otre
Interesante hecho gque se obtiene es el Teorema d
Gram-Schmidt, el cual nos permite disponer, a par
de una familia dada, otra la cual resulta ser una
familia ortonormal.

A continuacion, daremos condiciones necesarias |
gue un subespacio cerrado tenga un complemen
normal.
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Definicion 10 Si una sucesiofw;),-, de £, satisface

(x,x;) — 0, para cualquierr € E_,, entonces direma
que(z;),~, tiene la Propiedad de Riemann-Lebesg

Un ejemplo de sucesion con la Propiedad de
Riemann- Lebesque es cualquier basd&/de
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Teorema 11 SIS C £, es un cojunto finito 0 es une
sucesion gue tiene la Propiedad de

Riemann-Lebesgue, entoncéepuede ser extendida
una base ortonormal pard,,. Bajo estas

condiciones, tenema$ | S| tiene un complemento
normal NV tal que

E,=cl|S]® N.
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Otro hecho que podemos destacar es en relacion.
dual. Este no es el mismo como resulta ser en el c
clasico. Es conocido que

(CO)/ = l007

0, mas generalmente,

E,=1le(NK, (&) = {y = (y;) :sup |y;| & < OO}

720

En consecuencias, existen funcionales lineales
continuas erty’, que no son funcionales de Riesz, e
decir, del tipo

T — (z,y) .
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Teorema 12 Si f € E/ es una funcional de Riesz,

entoncesV(f) tiene un complemento normal( /)
tal que

E,=N(f)& N(f)",
dondeN(f)t ={y € E, : (xz,y) = 0;z € N(f)}.

La pregunta que podemos hacernos agui es, come
identificar una funcional de Riesz. Los siguientes
teoremas dan la respuesta.
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Teorema 13 Seaf € E’ . Si el subespacio nulty( f)
tiene una base ortonormal con la propiedad de

Riemann Lebesgue, entongess una funcional de
N4
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Teorema 14 Si f € E/ es una funcional de Riesz,

entonces toda base ortonormal de( f) tiene la
propiedad de Riemann-Lebesgue.

[Dem.:]SI f = 0, no hay nada que probar.
Supongamog es no nulay sear,),-, una base
ortonormal de\V ( f) . Basta mostrar que, para
ej € N (f),

lim (e;,x,) = 0.
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En efecto, seaf (e,)),~,=(an),, |a sucesion
generada por la base canonieg) ., de E,; luego,
(an),~y € lso. Por la condicion de sef una funcional
de Riesz, existg € E,, tal quef = (y, -) .

Se defing) — (y,y) a; 'e; y notar que

(yoy — (w,y) aites) = (W, u) — (U, ) @ 1@@0

es decir,
y—(y,y)a; e € N(f).
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Asi,

0= (y,zn) = <y —(v,y) a; 1€Jv$n>+<y y> 5 (€, T

Implica que
nh—>n;lo (Y, ) a; i {ej, ) = _7111—{20 W=,y q 1€J’x”>
pues, (xn)n>0 una base ortonormal d€ (f) y

y—(y.y)a; e; € N(f).
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A continuacion, daremos condiciones necesarias \
suficientes para que una funcional continuafesea
de Riesz. Definamos la siguiente aplicacion:

e; : B, — K

r— e(x) = ay

L = E Li€;.

120

donde

Es claro que; € £’ y que
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ei (¢5)]

|e; | = sup
: >0 llesll
— sup ‘570’ — sup !
720 |wj|Y? 20 |w;|t?

Notar, ademas, que

es decir, la funcional; es de Riesz. Consideremos
clausura del subespacio generado{aor « > 0} .
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Proposicion 15
;. 1 notacion
cll{e; : 1> 0} = ¢ (N,K, ( 1/2)> =S -
wj|

[Dem.:]Se define

d: [{e;:i >0} — E

por
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Es facil ver qued es una isometria. Se extiendiea

AN

d:cl[{e :i>0} — E

la cual resulta ser, tambien, una isometria. Hagam
ver gue es sobreyectiva.

Sea(a,) € E,-1; luego

, 1
dm lanl s = 0
wj]

Se define

/ 2 : /
i — an€,;
n>0
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como
|

w;|

=0,

Tim [a|[|e} | = Tim Ja,| —

se tiene gque

1
e E =l |NK, 73
W]

y, en particular,

n
T = E ape, = lim g a;e; € cll{e; : 1> 0}].
n—oo
n>0 =
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Analicemos, ahorap ()

(') = lim » a;® (¢}
1=0

)
— lim E a;€;
n—0o0 4
1=0

= Z anen = (ay) .

n>0
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Proposicion 16 Si f € cl [{e; : i > 0}], entoncesf

es una funcional de Riesz.
[Dem.:]Es facil ver que si

n
E : /
f — Oék@i,
k=0

entonces

Supongamos qug € cl [{e} : 1 > 0}]

)
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luego

O n
= Zozkeg = lim E age;
(d®.®
k=0 k=0
n
: Ok
= lim g —ey, -
n—oo ch
=)
con
lim |ore] [|ez[| = O
k—o00

y la converencia es uniforme.
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Ahora,

: Q T QO 1/2
lim |—|||ex|| = lim |—] |wp]
k—oo | Wk k—oo | Wk
lim Joeg] —
= lim
k— 00 Uk ‘wk 1/2
= lim |ag| [le}[| =0,

k— 00

luego

o0
Yy — Z Qe; € Ew
k=0

Claramentef = (y, -) .
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