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Leibnitz (1695): Carta a L' Hospital

Can the meaning of derivatives with integral order
(d"y(x))/dx™ be generalized to derivatives with non-integral
orders; so that in general n € C?.
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Respuesta de L'Hospital:

What if n = 37.
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Leibnitz a L'Hospital:

It will lead to a paradox, from which one day useful
consequences will be drawn.
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m Leibniz (1695)
m Euler (1730)
m Fourier (1822)
m Abel (1823)

m Liouville (1832)
m Riemann (1847)

m Laurent (H.) (1884)
m Hadamard (1892)

m L. Schwartz (1945)
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Figure: J. Liouville ~ Figure: B. Riemann g0 oy ey
(1809-1882) (1826-1866) (1885-1955)

y, 300 anos mds tarde....
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Figure: F. Mainardi

Figure: M. Caputo Figure: R. Gorenflo
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Problema Mecdnico de Abel: Si tenemos dos puntos Ay B, a
diferente altura, cudl es la forma mds rapida de conectarlos?.
Es decir, si los unimos mediante una rampa y tiramos por ella
una pelotita, que forma debe tener para que tarde el menor
tiempo posible en bajar por su propio peso?
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Figure: Alternativa A

A‘.

Figure: Alternativa B
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Hay dos problemas:
Problema 1: Si la forma de la rampa estd dada por y = y(x),
calcular el tiempo total de descenso de la pelotita.

Problema 2 (Problema de Abel): Si se conoce el tiempo de
descenso de la pelotita, determinar la forma de la rampa.
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Solucién Problema 1:
1 Y f(v)
V28 Jo VY-V

es el tiempo de descenso, donde g = fuerza de gravedad y

Fly) = [1+ (Z;P

T(y) dv
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Solucién problema 2: Recordemos algunos preliminares sobre la
Transformada de Laplace.

Definition

Sea f(t) una funcién definida para t > 0, entonces la integral

b—r0c0

?(A)E/OOO e~ MF(t)dt = lim /Obe_’\tf(t)dt

se llama transformada de Laplace de f siempre que el limite
exista.
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Ejemplo: Recordar que ['(x) := [;° t*"te~'dt se llama funcién
gamma. Por ejemplo
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Sea 3 > 0y definamos gs(t) = f_ﬁ(é;, entonces

R 1
&s(N\) = B

+—1/2 —1/2

Para g1 /5(t) = Fa2) = vr e tiene
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Definition

Si dos funciones f y g son continuas a trozos para t > 0
entonces su convolucién finita, denotada por f x g, esta
definida mediante la integral

(F* g)(t) = /Ot (£ — 5)g(s)ds.
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Sean f y g continuas a trozos para t > 0 y con transformada
de Laplace, entonces
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Solucién del problema mecanico de Abel. Debemos despejar y
de la ecuacién

1 Y f(v)
V28 Jo VY —Vv

Note que esta ecuacién es la convolucién de las funciones f(y)
y g1/2(¥)-
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Al aplicar la transformada de Laplace, se obtiene

T\ = (MF(N)

1 A
2g51/2

1 F)
V28 VX

De donde A A
F(N) = /2gAY2T(N). (0.1)

Problema: Cual es la transformada de Laplace inversa de
A2T ().
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Si suponemos que T(y) = ¢p es constante, esto es, el tiempo
de descenso es independiente del punto de partida, obtenemos:

s (&) 1
FO) = V28N 2L = 2o

1/2 se tiene que

Dado que &/2()\) = 37

-1/2 -1/2 c
fly) = v2gcg12(y) = \/Ecoﬁ — \/gcoy7 _ \57

2 gcg
-

donde ¢ =
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Como f(y) =4/1+ (Z;()2 se tiene

%)2 <
dy y

X:/W/C_ydy.
y

Tomando y = csin® ¢ = 5[1 — cos 2¢] se obtiene

1+ (

Despejando:
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X = 2c/cos2 odop = c/(l + cos2¢)do = %(2¢+sin 20) + k

Como suponemos que la curva pasa por (0,0) se obtiene
k = 0. Luego:
x =r(0+sinb)

y = r(1 —cos#®)
donde § =2¢y r = 3.
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Solucién a nuestro problema original:
Alternativa correcta es la B: La rampa no tiene la forma de una
recta, sino de un "tobogan”.

Nuestro tobogan entre Ay B es una cicloide invertida. Incluso
si los puntos A y B estdn situados de manera que haya que
bajar para luego volver a subir, la cicloide serd el camino mas
corto. Por eso se la llama también braquistécrona (del griego
mds corto y tiempo).
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Figure: Cicloide
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Figure: Cicloide
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Lo anterior resuelve el problema de Abel en un caso particular:
T(y) = o constante. Si T no es constante, debemos invertir a

la expresién:
FON) = /2g\Y2T(N).

Equivalentemente:

P\ = s/2g)\1/2§)\7\_()\) - J%ﬁﬁ(x).
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Note que T(0) = 0y luego: T/(A) = AT()). Luego, se tiene
que lo anterior es equivalente a:

A 1 - 1 .
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Usando que g1/2(A) = ﬁ y la propiedad de la convolucién, se
obtiene la nueva equivalencia

(N = V28 - 210N T'(N) = V28 - (812 * T')(N).

Invirtiendo la transformada de Laplace, concluimos que:

f(t) = \/E'/Otgl/z(t—s)T’(s)ds = \/?/Ot(t — s)_l/2 T'(s)ds.
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En la férmula anterior, T'(t) no necesariamente existe.
Ademids, si T es constante, no coincide el resultado con lo que
sabemos. Por lo tanto, si bien es una férmula vélida, no
satisface algunos requerimientos de acuerdo a nuestro actual
problema.

Mds adelante, veremos que lo anterior se puede reescribir como:

f(t) = \/?cD%/zrm

donde CDt1/2 es la derivada fraccionaria en el sentido de
Caputo.
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Una forma alternativa de resolver el problema, es partir

reescribiendo
FON) = 2gA2T(\)

como

FO) = V28A 1175 TON) = V2808000 TN,
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Luego, usando nuevamente la propiedad de convolucién, se
obtiene de manera equivalente:

F(N) = V28 - Mgi * TN = /28 - (g2 = TY(N).

Invirtiendo la transformada de Laplace, se llega finalmente a:

f(e) = v2g- % (Js &t —5)T(s)ds)

= Z & (f(t—5)2T(s)ds).

Notar que esta expresién coincide con lo obtenido
anteriormente en el caso T es constante.
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Mds adelante, veremos que lo anterior se puede reescribir como:

f(t) = \/?93/27@)

1/2 , , : .
donde Dt/ es la derivada fraccionaria en el sentido de
Riemann-Liouville.

En particular, la definicién de derivada fraccionaria no es Unica,
sino que depende del problema.
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Veamos ahora una situacién mds general. Resolver la ecuacién
de Abel:

1 [ p(s) _
)/0( ds = f(t), t >0,

M« t—s)l-@

donde 0 < v < 1.
Una solucién es:

- 1 d [t f(s)
So(t)_l_(la)dt/o (tis)adst>0

1 d [P f(s) B
F(l—a)dt/o T = e(0) £>0
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En términos de derivadas de orden fraccionario (por definicién)
el problema:

Dy “p(t) = £(t)
tiene solucion:
Def(t) = ¢(t).
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Aplicacidn: Resolver la ecuacién

/°° o(y/ 52 +y2)ds _ f(y)
0

/52 +y2 2y

(1) — F(r?). Entonces el problema anterior es

Solucién: Sea -

equivalente a:

R N {07
/0 F(s® +y")ds = 2
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Haciendo la sustitucién x = y?,1 = s? se obtiene el problema
equivalente

f(vx)
T

Hacer ahora 7 = ﬁ para obtener después de un calculo:

/ TP E (et ) dip =
0

/ TE et - ).

X
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Definir t = L y n(r) = t=3/2F (). Se obtiene entonces la
ecuacién de Abel con o =1/2

/ (t — 1) 2n(r)dr = f(\}E

)-

La solucién que se obtiene es, entonces

"0 = 7 O ()

Sustituyendo a las variables originales se obtiene la solucién del
problema como

1
Vi

)= =D ().

o( NG
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La ecuacién de Nigmatullin. En 1986, Nigmatullin publica el
articulo: " The realization of the generalized transfer equation in
a medium with fractal geometry” donde considera la ecuacién:

(6%
gt X) = Kuo(t,x); 0<a<l. keR, t>0
donde —0co < x < 0o con condiciones de borde
u(t,£o00) =0, u(0,x) = f(x). Esta ecuacién describe, en
fisica, el fendmeno de difusién en tipos especiales de medios
porosos, que exhiben geometria fractal.
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Figure: medio poroso
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Figure: medio poroso con geometria fractal
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Figure: difusién en medio poroso
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Otra interpretacién, de la misma ecuacién con derivada
fraccionaria en el caso 1 < a < 2, es la propagacién de ondas
en un medio viscoelastico (Mainardi, 1993), por ejemplo la
propagacion de ondas sismicas.

Por otra parte, en el caso 1 < a < 2 interpola entre la ecuacién
de onda y la ecuacién de difusién.
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== - paricle mation

7 Swrface (Rayleigh)
. Wave
S——

Figure: tipos de ondas



Introduccidn

S Waves

‘i

Figure: ondas de corte
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Resumiendo: Algunas aplicaciones de la derivada fraccionaria
Dy son:

m Viscoelasticidad lineal: Generalizando modelos de la
mecanica clasica. Por ejemplo, si 1 < a < 2; « representa
un material cuyas propiedades mecanicas se encuentran en
una fase intermedia entre eldstico y un fluido viscoso.

. . e 2
m El problema de Cauchy fraccionario: % = a% donde

0 < a < 2. En particular: Sismologia.
Referencia: F. Mainardi, Fractional Calculus and Waves in
Linear Viscoelasticity. An introduction to mathematical
models. World Scientific, Imperial College, London, 2010.
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Funcién Gamma:
r(z) :/ e v Ldu; Re(z) > 0.
0
Funcién de Gelfand-Shilov de orden a.
t
ga(t)i==——, a>0

y vale cero para t < 0 esto es, g, es causal.



Integracién y Diferenciacion Fraccionaria
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Definition

Integral fraccionaria de Riemann-Liouville
t

I£F(t) = / ga(t —s)f(s)ds, t >0, a > 0.
0

y se define: I} := | (operador identidad), esto es:
19f(t) = £(t).
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Iéltfy _ r(7 + 1) t7+a.

= ra>0,v>—-1,t>0.
My +1+a) =57

Note que lo anterior se escribe también como:

If'g+(t) = gy+alt).
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Algunas propiedades:

m /0o lf =P,
B 2N =% a>0;
m 19F(A) = & F(N), a> 0.
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Denotemos: D/ := %. Note que

(D] o IM)f(t) =f(t), t>0

y
n n (=1
(I7o DPYE(t) = f(t) = F(0) = F(O)t — ... — £yt
n—1 £(k)
= f(t) - iz Gt
En particular, si £(0) = f'(0) = ... = f("=1)(0) = 0 se obtiene:

(I o DY)F(t) = £(t).
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Definition
La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o« > 0
se define como

DXF(t) = D" o ™ OF(t), m—1 < a < m.

Esto es:

dm t

dt_m/ Em—al(t —s)f(s)ds, sim—1<a<m;
Dgf(t) = 0

dm

dt_mf(t)’ si o = m.

Ademis se define DY = /.
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Example

Si m =1 se tiene
d t
Dyf(t) = E/ gi-a(t —s)f(s)ds; 0<a<1l.
0

Luego, en el caso del problema Mecanico de Abel, la solucién
se puede reescribir como:

V2g /DY T (¢).
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Lemma

Dfolf=1.
En particular, sigue del Ejemplo /ft7 = %ﬂ*a que
r 1
Dt = Lﬂ*a a>0,v>-1,t>0.

S T(y+1+0)
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Respuesta de la pregunta de Leibnitz para la funcién f(t) =t
Tomar o« =1/2y v =1 en el ejemplo anterior, y se obtiene:

1/2
DYf(t) = I'(tS ot
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7

Figure: Azul: f(t) = t; Rojo: DLf(t) = 1; Parpura: D/f(t)
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La siguiente observacién es importante respecto de la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville:

Sia ¢ N entonces

t—a

D¢l = ——
t N1l-a))’

a>0,t>0.
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Intercambiando el proceso de diferenciacién e integracion
obtenemos:

La derivada fraccionaria de Caputo de orden «, se define como:

cD2F(t) = Mo DF(t), m—1< a < m.

Esto es:
t
/ Gm—a(t —s)F{M(s)ds, sim—1<a<m;
0
CD?f(t) =
ﬂf(t) sia=m
dtm 7 -

Note que se exige mayor regularidad a 7.
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En general, D # ¢Dg*. Sin embargo se tiene la siguiente
propiedad:

Lemma

Si f(0) = f/(0) = ... = f(m=1)(0) = 0, entonces DY = DY
Demostracién: Intecambiando (™) con la integral, se obtiene:
m—1
Da = Da k—a
cDif() = 2 F(k—a—l)t

Recordando los ejemplos de derivada fraccionaria de potencias,
se obtiene:

cDif(t) = DETf(t) —

de donde sigue el resultado.
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Por ejemplo, si m=1: 0 < a < 1y se tiene
cDEF(t) = DEF(E) — F(0) ey
= Dy[f(t) — £(0)],

lo que indica que la derivada de Caputo es una regularizacion
en t = 0 de la derivada de Riemann-Liouville.
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Diferencias entre la derivada de Caputo y Riemann-Liouville:

Lemma

CD?le,a>0yD§‘1—r(l ) a>0,t>0.

Por esta razén, generalmente se prefiere ¢Df* en las
aplicaciones.
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Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria. Una de
las mayores utilidades de la derivada fraccionaria de Caputo es
el tratamiento de problemas con valores inciales, donde éstas

estan expresadas en términos de derivadas de orden entero, ya

que:

3
w

cDEF(A) = A F(A) = 7 Aotk 0y,
0

>
Il

dondem—-—1<a<m.
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En el caso de la derivada de Riemann-Liouville, se tiene

m—1
DEF(A) = A*F(A) = > Amtkg()(0),
k=0

donde g(K)(0) := lim;_,0 D¥g(t); g(t) := I""“f(t). Esto es:
g (0) = lim;_0 DX (gm_a * F)(1).
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Ecuaciones diferenciales fraccionarias. Considerar
J(t)=—u(t), t>0,u(0)=1.

La solucién es
u(t) =e "



Carlos Lizama

Integracién y Diferenciacién Fraccionaria

Hay tres formas de generalizar la ecuacién anterior, que
aparecen en la literatura:

(1) ¢Dfu(t) = —u(t), t>0, u(0)=1.
(2) D&u(t) = —u(t), t>0, lime ol ®u(t)=1.
(3) u'(t) = =D} “u(t), t>0, u(0)=1.
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En analogia al problema de orden entero, se puede resolver
estos tres problemas con el uso de la Transformada de Laplace.
Note que los problemas (1) y (3) son equivalentes, ya que la
solucién en ambos casos viene de:

Aa—l

o) =

mientras que en el caso (2), viene de

N 1 Aafl
==t et
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La funcién cuya transformacion de Laplace es /\QH
corresponde la funcién de Mittag-Leffler. Se define como:

ta)n
ta
—ntt) = r (an+1)’
donde «a >0y pu € R.
Se tiene
— )\a—l

Ea(=At)(A) =

A 417
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Una generalizacién de la funcién de Mittag-Leffler, es la
siguiente:

an

oy ut
Fap(—pt?) = Zran—i-ﬁ

donde « >0,8>0y e R.

Se tiene
\o—h

¥4+ 1°

t-1E, s(—At)(A) =

Note que E, 1 = E,.
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Propiedades son:

t91Eq 5(N) = (g5-1 * Ea)(N)
para cada 8 > 1. En particular:
thEyki1(2) = (gk * Ea)(2).

Por ejemplo: tE, 2(z) = (g1 * Eo)(2).
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Luego, se obtiene que la solucién de los casos equivalentes (1)
y (2) es:

u(t) = a(t) = Eo(—t*), t>0, O0<a<l.

Mientras que en el caso (2) se obtiene:

u(t) = gpa(t) = t7IE, (=t%), t>0, 0<a<l
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Figure: ¢¥o(t), 0<a<1
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Figure: ¢ (t), 0<a<1
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Es claro que para oo — 1 las soluciones de los tres casos se
reducen a la funcién exponencial, ya que en todos los casos
a(A) — /\%rl Sin embargo, el caso (2) es de menor interés
desde el punto de vista fisico, ya que la solucién tiende a
infinitoen t =0 para 0 < a < 1.

En otras palabras, mientras que en (1) y (3) las
correspondientes soluciones muestran una transiciéon continua a
la funcién exponencial para cada t > 0 cuando a — 1, en el
caso (2) esta transicién continua se pierde.
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Otras propiedades son:

B Ya(t) ~ Si"(:ﬂ) rfg‘) cuando t — co.

B ¢u(t) ~ S'"(ﬂﬂ% cuando t — co.
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La funcién de Mittag-Leffler. Dada su importancia en célculo
fraccionario, veremos algunas propiedades. Se define como:

o0 zn
Ea = 1\ ) C.
(2) ;)F(an—l—l) a>0, ze€

E,(z) es una funcidén entera para cada o > 0.
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En el caso limite, a = 0, se tiene:

- 1
Eo(z) = Zzn =1_7 |z| <1,
n=0

por lo que ya no es entera. Un caso de interés es:

Ei(z) = €.
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Otros ejemplos son:

Ex(z) = cosh(v/z).

/

1 3
E3(z) = g[ez1 P23 cos(\ggzl/g’)]

Ey(2) = %[cos(zl/“) + cosh(z'/%)].
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Un caso interesante es:
Eipo(2) = ez2[1 + erf(z)],

donde erfc es la funcién de error, definida como

2 z
erf(z) = \/7»1_/0 efu2du.
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Representacién integral:

1 a—1_w
Ea(z):/ udw, a>0, zeC.
Ha

27 we — z

donde Ha es una curva de Hankel.
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Figure: Curva de Hankel
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Figure: Funcién de Mittag Leffler
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Referencias: F. Mainardi, Fractional Calculus and Waves in
Linear Viscoelasticity. An introduction to mathematical
models. World Scientific, Imperial College, London, 2010.
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Considerar la ecuacién
cDfu(t) = —wu(t); 0<a<2, w>0,

Si 0 < a < 1 se denomina relajacién fraccionaria.

Si 1 < a < 2 se denomina oscilacién fraccionaria.
En el primer caso, usamos u(0) = up.

En el segundo caso, usamos u(0) = up y v'(0) = u3.
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Usando la transformacién de Laplace, obtenemos la solucién:

u(t) = Eo(—wt?), 0<a<l.

u(t) = Eo(—wt®)ug + tEyo(—wt)u, 1< a<2.
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Considerar ahora el mismo problema, con la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville:

Dfu(t) = —wu(t), 0<a<2, w>0,
con condiciones iniciales:

(g1—a*u)(0) =wsi0<a<1,

(g2—a*u)(0)=upy (g2—a*xu)(0)=u, sil<a<2
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Se tienen las soluciones:

u(t) = ta_lEa,a(—Wta)uo, O<ac<l,;

y

u(t) = t°2Ep o 1(—wtM) g+t Ey o (~wt®)u, 1<a <2

Nuestro objetivo es darle un sentido a estas ecuaciones y sus
correspondientes soluciones en el contexto de operadores en
espacios de Banach. Esto se conoce como el Problema de

Cauchy fraccionario.
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Operadores en Espacios de Banach.
En lo que sigue X es un espacio de Banach y

A: D(A) C X — X un operador lineal cerrado.

Ejemplos de espacios de Banach: R”, 1?(Z, IP(Z), LP(Q),
LP(Q, X), C(R4; X), C™(R4; X), D(A) con la norma del
grafico, B(X), etc.

Ejemplos de operadores lineales cerrados: A = dx, A= dd—;,
etc.
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En X, consideremos el problema de Cauchy:
(ACP) cDfu(t) = Au(t), t>0

con condiciones iniciales u(K)(0) = x, k =0,1,2,....,m—1
donde m = [«].



a-familias resolventes y el Problema de Cauchy

Una funcién u € C(Ry; X) se dice solucién fuerte (o estricta)
de (ACP) si u € C(Ry; D(A)) N C™ YR y; X).
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Supongamos que 0 < @ < 1. En R con A = w/ sabemos que
u(t) = Eo(—wt®)xo,

es la solucién fuerte del problema (ACP)
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De manera andloga, si A es un operador lineal acotado en X,
entonces la solucién fuerte del problema (ACP) es dada por

u(t) = Eq(—AtY)xo,

donde se puede definir:
Z ( Ata n
F(an +1)’

puesto que la serie de la derecha converge.
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SIS En el caso que A sea un operador lineal cerrado, no acotado, se
necesita la siguiente definicién:

Definition

Una familia {S(t)}+>0 C B(X) se dice a-resolvente si se

satisfacen las siguientes condiciones:

(1) t — Sa(t)x es continua para cada x € X y 5,(0) = /.

(2) Sa(t)D(A) C D(A) y AS,(t)x = Sa(t)Ax, para cada
x€D(A)yt>0.

(3)

t
Sa(t)x = x —i—/ 8a(t — s)AS,(s)xds, x € D(A), t > 0.
0
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En el caso (1), también se dice que S,(t) es fuertemente
continua. El operador A se dice el generador de S,(t).

Definition

Se dice que el problema (ACP) es bien planteado si el operador
A genera una familia a-resolvente.
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Bl Se tiene el siguiente resultado fundamental:

Theorem

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
m El problema (ACP) es bien planteado
m E/ operador A genera una familia c-resolvente

m E/ problema (ACP) posee una tnica solucion fuerte.

Ademads, en las condiciones del teorema anterior, la solucidn es
dada por:

u(t) =Sa(t)x, t>0, 0<a<l,

siempre que xg € D(A).
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En general, para a > 0, la solucién fuerte es dada por:

3
-

u(t) = > (8k* Sa)(t)xk
0

x
I

siempre que xx € D(A) para cada x =0,1,...,m — 1.



a-familias resolventes y el Problema de Cauchy

Carlos Lizama

A fin de trabajar con la transformada de Laplace, introducimos
la siguiente definicidn:

Definition

Una familia a-resolvente S, (t) se dice exponencialmente
acotada (o de tipo (M, w) ) si existen constantes w € Ry
M > 0 tales que

1Sa(t)]] < Me®f, > 0.
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Si S, (t) es exponencialmente acotada, entonces 5,()\) existe
para Re(\) > w. Ademads, de la definicién, se obtiene que

{A* : Re(\) > w} C p(A)

AL — A)1 = S(A)x = / MG, (1) dt.
0
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Consecuencia: Si A genera una familia a-resolvente y o > 2
entonces A es acotado.

Pues: si A = re’’ entonces 0 < § < 7 y luego para

A = r%re/® se tiene 0 < af < arr. De aqui ar < 27 implica
a < 2o bien p(A) =C\ {z € C : |z| < R} que dice que o(A)
y luego A debe ser acotado.
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Escribamos R(\%, A) = (A* — A)~! (el operador resolvente).
Entonces:

d" a—1 «@ n > n_—\t
L OTTIROS A))x = (-1) /0 £7e NS, (£)xdlt
de donde se obtiene la siguiente condicién necesaria:

dn
— (IR A))| <
dAn( (A% A <

Mn!

| Oyt

Re(A) >w, n=10,1,2,..
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La condicién anterior resulta ser también suficiente para que A
genere una familia a-resolvente:

Theorem

Sea 0 < o < 2. Entonces A genera una familia a-resolvente de
tipo (M, w) si y sélo si
m{zeC : Rz)>w}Cp(A)y

d"

14 Mn!
dan

(RO AN < =

Re(\) > w, n=0,1
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El siguiente resultado de subordinacién es importante para los
ejemplos:

Corollary

Si A genera una familia 1-resolvente T(t) (i.e. un
Co-semigrupo) entonces A genera una familia a-resolvente
Sa(t) para cada 0 < o < 1.

Explicitamente:

donde

0uft) =Y L

=l (—an+1-a)

es una funcién de tipo Wright.
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Respecto de la funcién &, se observa que

1

o (t) = 27

/,uo‘_le“_t“a du, 0<axl
.

y que hay una relacién con la funcién de Mittag-Leffler dada
por:
E.(—2z) = $4(2),

para cada z € C.
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Example

Considerar la ecuacién:

(6%
(ACP), %u(t,x) = Kuw(t,x); 0<a<l.keR, t>0
donde —oo < x < 0o con condiciones de borde
u(t,£o00) =0, u(0,x) = f(x). Se considera la derivada
fraccionaria en el sentido de Caputo.
Como vimos en la primera parte esta ecuacidn describe, en
fisica, el fenédmeno de difusién en tipos especiales de medios
porosos, que exhiben geometria fractal.
Consideremos X=LP(R), A= kzaij; con D(A) = W?P(R).
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Se sabe que A genera un semigrupo en X.. Luego, por
subordinacién, A también genera una familia a-resolvente para
cada 0 < a < 1. Por lo tanto, el problema (ACP), también
tiene una solucién en X.

Similar resultado vale para el problema en RN con A= A el
operador de Laplace en LP(R), donde Q c RN y se consideran
condiciones de borde de tipo Dirichlet.
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Example

Considerar § € [0,7) y 0 < a < 1 fijos, y el problema de
Cauchy fraccionario:

(67

00
t,x):e*’e—u(t,x), 0<x<1, t>0,

e O

con condicién inicial u(0, x) = fo(x) y de borde u(t,0) = 0. La
derivada fraccionaria es en el sentido de Caputo.
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—if 0

Sea X = LP(0,1) y Ag :=e ",

con

D(Ag := {f € WHP(0,1) : f(0)=0}.
Se sabe que Ay genera un Cy-semigrupo dado por
To(t)f(x) = e‘ief(x —t).

Luego, A genera una familia a-resolvente S,(t).




a-familias resolventes y el Problema de Cauchy

Carlos Lizama

En particular, la solucién del problema de Cauchy fraccionario
es dada por:

u(t) = Su(t)fo.

Explicitamente

u(t, x) = Sa(t)fo(x) = e /000 S (s)fo(x — st¥)ds.
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Sea0<a<?2yfel0,n) fijos. Considerar:

a—Oéu(t x)—eiaa—zu(tx) 0<x<1,t>0
8ta ) - 8X2 ) ) ) )

con condiciones de borde u(t,0) = u(t,1) = 0 e iniciales
u(0,x) = fo(x), y %U(O,X) = 0 (la segunda condicién inicial
sélosil < a<2)



a-familias resolventes y el Problema de Cauchy

Sea X = L2(0,1) y By = eieaa—; donde
D(By) = {f € W>%(0,1) : £(0)=f(1)=0}.

Notar que los valores propios y funciones propias de By son

)\n — _e:0n2ﬂ2

fa(x) = sin(nmx)

respectivamente.
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Luego, si escribimos

fo(x) = Z cpsin(nmx),
n=1

se obtiene que la solucién del problema de Cauchy abstracto se
puede escribir como:

u(t,x) = Z cnsin(nmx)Eq(zpt®).
n=1

En particular, esto muestra que By genera una familia
a-resolvente.
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Por otra parte, se nota que si 7/2 < § < (1 — «/2)w entonces
By no puede generar un semigrupo, pues en tal caso cualquier
semiplano derecho contiene parte del espectro de A, lo que
contradice el teorema de Hille-Yosida.
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Otros problemas

D u(t) = Au(t) + f(t).

D u(t) = Au(t) + f(t, u(t)).
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D u(t) = A(t)u(t).

Dru(t) = A(t)u(t) + f(t, u(t)).
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Otras aplicaciones de la Derivada fraccionaria, incluyen:

m Fractional Conservation of Mass (Wheatcraft, S.,
Meerschaert, M., (2008). "Fractional Conservation of
Mass.” Advances in Water Resources 31, 1377-1381.)

m Fractional Advection Dispersion Equation (estudio de flujo
de contaminantes en medios porosos).

m Structural damping models (estudio de amortiguacién
viscoeldstica en polimeros)

m Acoustical wave equations for complex media (estudio de
propagacién de ondas acdsticas en tejidos biolégicos).
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More references in:
http://netlizama.usach.cl
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Muchas gracias!



